Symetria - intuicja i matematyka

Symetria (gr. ouppeTpla — podobna miara)
dlafigury lub bryty - istnienie nietrywialnego
przeksztatcenia, ktore odwzorowuje obiekt w samego

Wyktad drugi - symetria siebie

zmianie mogg ulegac wspotrzedne przestrzenne, czas, kolor itp.

sktadanie operacji symetrii mozna sprowadzi¢ do mnozenia
macierzy opisujgcych te operacje

Krystalografia
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Sposdb opisu symetrii figur lub

Symetria
bryl skonczonych

Bryta przed dokonaniem operacji symetrii i po niej musi
by¢ nieodréznialna.
Operacje symetrii muszg zachowywac odlegtosci miedzy
punktami— s3 to operacje izometryczne
Zachowanie odlegtosci naktada wiezy na przeksztatcenia:
d2=x"x = yTy = (Ax)T(Ax) = xTATAX
ATA= | czyli AT= A oraz
det(ATA) = det(A)-det(A) =1: det(A) =1 lub det(A)=—1
macierze takich przeksztatcen nazywamy ortogonalnymi
Macierze o wyznaczniku det(A) = —1 przeksztatcajg uktad
wspotrzednych prawoskretny na lewoskretny. Powoduja
zmiane chiralnosci obiektu.
Najczesciej symetrie w krystalografii opisane sg za pomoca
macierzy zawierajacych tylko liczby catkowite o, 1i—1. Jest to
mozliwe dzigki odpowiedniemu wyborowi wektoréw bazowych.
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Operacje symetrii - przeksztalcenia izometryczne -
zachowujace odlegtosci punktow.
Tylko obroty i obroty inwersyjne. Mozna je opisa¢
za pomoca macierzy.
Elementy symetrii to obiekty geometryczne
definiujace operacje symetrii — oS, ptaszczyzna itp.
Sa to podprzestrzenie niezmiennicze dla danej operacji:
odbicie w punkcie: punkt 0D, obrot: 0§, linia 1D,
plaszczyzna symetrii: 2D
jeden element symetrii moze opisywac kilka operacji
symetrii, np. o$ 4: obroty o0 90, 180,270 1 360°.
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Macierz obrotu, wyprowadzenie

OSIe ObrOtu Ogdlnie obroét dookota osi Z w kierunku odwrotnym do

wskazéwek zegara o kat ¢ opisuje przeksztatcenie:
X' = rcos(o+¢) = rcosacose — rsinasing = xcos¢ — ysing
y’ = rsin(a+¢) = rcosasing + rsinacosd = xsing + ycosd
zZ=z

. -— . 360°
O$ n-krotna opisuje obrot figury o kat B
oraz dowolng krotno$¢ takiego obrotu.

W krystalografii wystgpuja tylko nastgpujace osie:

jednokrotna 1 - obrot 0 360° (identycznos¢)

dwukrotna 2 - obrét 0 180°

trojkrotna 3 - obroét 0 120° .
czterokrotna 4 - obrét 0 90° ‘p X cosg —sing 0} x
szeSciokrotna 6 - obrét o 60° ﬁ Z - Slg¢ co§¢ 2 - Z
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Macierz obrotu

Macierz obrotu ma nastgpujace wtasciwoscei:
det(A) =1, {cosa —sina 0]

tr(A) = Za; = 1 + 2cosa, sina cosa 0
0 0 1

Przyktady macierzy reprezentujacych obroty
100 -1 0 0 010 0 10
110 1 0 2|0 -10 31001 4 1-1 00
001 0 01 100 0 01
I1Z I11,1,1] I1Z
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Srodek symetrii (inwersja)

Przeksztalcenie (X, y, z) = (=X, =Y, -Z)

S <7

przeksztatcenie zmienia chiralno$¢ obiektu,
macierz jednostkowa razy —1 (mnozenie
zawsze przemienne),

det(A) = 1, tr(A) = -3
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Macierz obrotu inwersyjnego

Ogolnie obrodt inwersyjny opisuje macierz
ztozenia obrotu R z inwersja I:

cosa -sine Of -1 0 O —-cosa sina 0
sina cosa 0f-0 -1 O |=|-sina -cosa O

0 0 1) 0 0 -1 0 0o -1

2

det(A) = -1, tr(A) = —1-2coso,

W ramach obrotow inwersyjnych mamy: symetrie
$rodkowg 1, odbicie w ptaszczyznie 2 i osie 3,
4 i 6. Obiekty z operacjami 2, 4 i 6 nie majg
ani $rodka symetrii, ani odpowiedniej osi!
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O$ dwukrotna, 2
Przeksztalcenie — obrot,
element symetrii — o$ (ang. axis)
o$ obrotu || do osi Y: (X, Y, 2)—>(—=X, Y, -2)
det (A) =1,

-1 0 0||x —-X
0 1 0||yl=|Y
tr(A) =-1 0 0 -1||z| |-z

przeksztalcenie nie zmienia chiralno$ci
obiektu
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Osie inwersyjne

Os$ inwersyjna to zlozenie obrotu i inwersji.
Oznacza si¢ ja poprzez umieszczenie kreski

nad symbolem osi, tzn. 1,2,3,4,6

O$ dwukrotna inwersyjna jest identyczna z
plaszczyzng symetrii do niej prostopadta

-1 0 0]{-1 0 O 1 00
01 0|0 -1 0|=0 -1 0
0 0 -1/|0 0 -1] |0 0 1
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-

1

Odbicie w plaszczyznie ‘“
Element symetrii — ptaszczyzna symetrii

symbol m - mirror (symmetry plane)
ptaszczyzna L do osi Y: (X, Y, 2) > (X, =Y, 2)

1 0 0]|x X
0 -1 0-|y|=|-Y
wyznacznik 0 0 1|z z

det (A) = -1, tr(A) = 1 (formalnie 0 2)
przeksztatcenie zmienia chiralno$¢ obiektu
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Inna orientacja w przestrzeni

Zmiana orientacji osi 2 w przestrzeni zmienia macierz
symetrii, ale nie zmienia ani wyznacznika, ani sladu:

-1 0 0 -1 0 0 01
0 1 0 0 -10 10
0 0 -1 0 0 1 00 -1

os|Y, 0s]|Z, 0s || (X+Y)

(=N ]
L —
<
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Dlaczego $lad sie nie zmienia?

Slad macierzy zdefiniowany jest jako
tr(A) = Z,a;. Wazng wtasnoscia sladu jest
tr(AB) = tr(BA). Jezeli przeksztatcimy wektory
bazowe np. X=SX' orazY=SY’, to z rdéwnania
Y=AX otrzymamy SY'=ASX’ czyliY’ = S2ASX..
W nowych wspotrzednych A'=5AS,

tr(S*AS) = tr(SS*A) = tr(A)
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Inwersja jako zlozenie

Srodek symetrii wystepuje rowniez, jezeli
wystepuja trzy wzajemnie L plaszczyzny
symetrii, mmm

-1 0 0]t 0 0][t0 0] [-1 0 O
0 100 -10[{0 1 0of=/0 -1 0
0 01)jo 0o 1o 0 -1 [0 0 -1
11X 1Y 1z i

Jatoslaw Chojnacki PG, Gdarisk 2016

Niezmienniki symetrii
Niezaleznie od obrania wektoréw bazowych o tej samej orientacji
zachowane s3 wyznacznik i slad macierzy. Moze to stuzy¢ do
rozpoznawania operacji symetrii.
Dla obrotéw:
det(A) = +1, tr(A) = 1 + 2cosa.
Dla obrotéw inwersyjnych:
det(A) = -1, tr(A) = -1 — 2cosa

0% 1 6 4 3 2
Slad 3 2 1 0 -1
0$ 1 3 7 3 2
Slad 3 -2 -1 0 1
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Inwersja jako ztozenie

Srodek symetrii wystepuje zawsze, jezeli
wystepuje o$ 2 i L do niej ptaszczyzna m

-10 0|1 0 0O |[-1 0 O
01 0]40 -10j=0 -1 0
0 0 -1]|0 0 1 0 0 -1

oraz gdy wystepuje nieparzysta o$ inwersyjna,
np. o
3, 3-3:3=1
(mnozenie przez macierz inwersji jest przemienne 3-1 =7-3)
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Przyktady

Znajdz elementy symetrii w literach:
CIKMOPUVXYZS

Rozpoznaj symetri¢ zadang kodem: —-y,X,z;
Z,Y,X; =Y,—Z,~X

Znajdz elementy symetrii w brytach
definiujacych uktady krystalograficzne
Przeanalizuj symetri¢ czasteczek

CH,ClI,, CHCI;, C¢Hg, C¢H,, — todkowa,
Cg¢H,, — krzestowa
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Symetria makroskopowa krysztatlow

Struktura obiektow skonczonych, w ktorych
wystepuje punkt staty, wspolny dla

wszystkich operacji symetrii, opisywana jest

poprzez:
Operacje symetrii
Grupy punktowe symetrii

Definicja grupy

Grupe stanowi zbior elementow oraz dziatanie -
(iloczyn), spetniajace nastgpujace warunki:
iloczyn dowolnych dwu elementow grupy tez jest
elementem grupy, a-b € G
dziatanie jest taczne, (a-b)-c=a-(b-c)
istnieje ,,jedynka” e, tzn. Va a‘e=e-a=a
dla kazdego elementu a istnieje element odwrotny

aleG, takizeaal=¢e
W krystalografii rol¢ e spetnia o 1

Przyktady grup abstrakcyjnych Przyktad grupy symetrii

Grupa: 2/m; Elementy: 2, m, 1, 1
Tabela mnozenia grupy:

Zbior liczb catkowitych i dodawanie

Zbior liczb wymiernych bez zera i mnozenie

Zbior macierzy odwracalnych stopnia n i ich 1 1 2 m
mnozenie 1 1 T 2 m
Zbior operacji symetrii i ich zlozenie _ _

1 1 1 m 2

Inne: zbiory elementéw moga by¢ nieskonczone
lub skonczone 2 2 m 1 1

Zbior (0, 1, 2) i dodawanie modulo 3

m m 2 1 1
Zbior liczb (11 1) i mnozenie
Symbolika grup symetrii
Kierunki symetrii w symbolach miedzynarodowych P rZyklady 1 zadania

ukiad poz.1  fpoz.2  fpoz.3 przykiad Zakwalifikuj grupy punktowe do uktadow
Sednoskotny Tfo10] m krystalograficznych na podstav_vie
symbolu: m, mmz2, 222, 4mm, 3m, 432
rombowy [100] [010] [001] mm2 L. . .,
W ktorej grupie wystepuje Srodek
tetragonalny [001] [010] lub |[110] lub |4mm HTEY B~ , A ~
f001] [170] symetrii: 4,6, 4/m, mm2, 222, 3m, m3, 6, 3
heksagonalny ~ |[001] [100] lub  [[110] lub |6/mmm Przeanalizuj symetri(; czqsteczek
[010] lub  [[120] lub )
[110]  |@fo | _ CH,CI,, CHCl,, C¢Hg, CgH;, — todkowa,
regularny [100] lub [[111]lub |[110] lub |m3m
[010]lub |[177]1ub |[1T0] lub CgH;, — krzestowa
[001] [T17]lub |...
[111]
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Podsumowanie

Symetri¢ obiektéw skonczonych mozna
opisywac postugujac si¢ elementami symetrii:
osie obrotu, ptaszczyzny symetrii, srodek
symetrii oraz osie inwersyjne.

Niektore elementy symetrii wynikaja z
obecnosci innych elementéw

Poprzez podanie grupy symetrii mamy peina
informacje¢ o wszystkich operacjach symetrii
mozliwych do zastosowania na obiekcie
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