1. Podstawowe pojecia. Stechiometria w komérce
elementarnej. Wyznaczanie gestosci teoretycznej krysztatu.
Zamiana baz w ukltadach wspétrzednych

Opracowanie: dr hab. inz. Jarostaw Chojnacki i mgr inz. Antoni Konitz,
Politechnika Gdanska, Gdansk 2016

Pojecia podstawowe

Krysztaty makroskopowe (z wyjatkiem tzw. kwazikrysztatlow) mozna rozwazac jako
ustawione obok siebie rownoleglosciany: tzw. komorki elementarne. Ze wzgledu na symetrie
grupuje si¢ je w siedem uktadow krystalograficznych. W uktadzie regularnym komorki
elementarne majg ksztalt sze$cianu, w uktadzie tetragonalnym — graniastostupa o podstawie
kwadratowej, w uktadzie rombowym — prostopadtos$cianu (ksztatt taki ma np. cegla) w
jednosko$nym — graniastostupa o podstawie rownolegloboku, w trojskosnym —
réwnolegloécianu nie wykazujacy wyzszej symetrii. W uktadzie heksagonalnym komorke
elementarna stanowi graniastostup o podstawie rombu, bedacego 1/3 szesciokata
prawidtowego, w uktadzie trygonalnym trzy boki komorki majg taka sama dhugos¢, katy
migdzy nimi sg jednakowe, ale r6zne od kata prostego (romboedr ma ksztatt szescianu
,pociagnigtego” za wierzchotki potozone na koncach najdiuzszej przekatnej).

Zadanie. Oblicz ile komorek elementarnych ustawionych jest obok siebie w monokrysztale
NaCl (uktad regularny) o dlugo$ci boku 1 mm, jesli stata sieciowa a=5,64A.

1.1. Stechiometria w komorce elementarnej. Atom lezacy wewnatrz komorki elementarne;j
liczymy jako jeden, potozony na $cianie rozdzielajacej dwie komorki jako 2 atomu, na
krawedzi rozdzielajacej 4 komorki jako %4, a na narozniku jako 1/8. W przypadku komorki
heksagonalnej mozna postepowac podobnie, gdyz 1/6 + 1/3 z dwodch sasiednich krawedzi
réwnolegtych do osi ¢ rowniez daje tez srednio %4, podobnie sprawa wyglada z
wierzchotkami. Z regut tych wynika wigc wzor na liczbe atomow w komorce:

N =1/8 N+ % Nic + %2 Ng + Ny

Nn, Nk, Ns, Nw — 0znaczaja odpowiednio liczby atomoéw znajdujacych si¢ w narozach, na
krawedziach, $cianach i wewnatrz komorki.

Zadania:
1.  Na podstawie rysunku odpowiedz na pytania
a. ile atoméw zawiera komorka elementarna NaCl (Fm3m),
b. ile atomow zawiera komorka CsCl (Im3m)?
2. Wyznacz wzor formalny zwigzku na podstawie rysunku komorki elementarnej blendy
cynkowej, fluorytu, rutylu itp.

1.2. Obliczanie gestosci.
W celu wyznaczenia gesto$ci teoretycznej badamy proporcje w jednej komorce elementarne;.
Gestos¢ obliczmy dzielagc mase atomow zawartych wewnatrz komorki przez jej objetosc.
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gdzie: Z — liczba czasteczek (atomdéw) w komorce elementarnej, M — masa molowa, N —
liczba Avogadro, V — obj¢tos¢ komorki elementarne;.
Objetos¢ komorki elementarnej, oprocz uktadu trojskosnego i trygonalnego, mozna wyliczy¢
za pomocg jednego prostego wzoru (zamieniajac kat B na y dla uktadu heksagonalnego):
V =abcsin g
Wazne jest, aby zastosowac spojny uktad jednostek miar. Dla celow praktycznych mozna
zastosowac wersje wzoru na gesto$¢ zawierajaca odpowiedni wspotczynnik, zawierajacy
liczbe Avogadro N = 6.02-10% i przelicznik jednostek dla objetosci komorki (najezesciej
praktycznie wyrazanej w A%, 1cm® = (10%)® A3®).
3 ZM _ZIM
6,02-102-(10°%)% V

d

1.66 [g/cm®]

Przyktady:

1. Oblicz dlugos¢ boku komorki elementarnej NaCl, wiedzac ze tworzy ona sie¢ regularng, w
ktorej na jedng komorke elementarng przypadaja po 4 jony Na® i Cl', a gesto$é NaCl wynosi
2,16 g/cm®. (odp.: a=5,6402 A)

(inne 0 Z=4:

BaS d = 4,316 g/cm®; a = 6,3875, CuO d = 4,74 g/cm*; a = 4,812,

AgCl d =5,549 g/cm® a=5,556; PbSd =7,612 g/cm®; a = 5,9318;

LiF d =2,639 g/cm*; a = 4,0262; MgO d = 3,581 g/lcm® a=4,2119 A

lub przyktady z Tabeli 1)

2. Oblicz gestos¢ teoretyczng :
FeO: uklad regularny, Z =4, a=4292 A;
CsCl: uklad regularny, Z=1,a=4,120; TICIZ=1,a=3,838 A;
TIBrZ=1a=23,9846 A
Fazy Zintla: LIAgZ=1a=3,173; AgZnZ=1,a=4.511 A,
wurcyt, ZnS: uktad heksagonalny, Z = 2
metale Z = 4. Cua=3.615; Aua=4.0786; Pd 3.8898 A, y-Fe 3.6467 A (t = 909-1388°C)
Z=2,Naa=42906;V 3.0282 A; o-Fe 2.8663 A, Mo 3.1468 A

Inne przyktady mozna znalez¢ w Tabeli 1.

3. Wyznacz masg substancji [j.m.a.] zawarta w komorce elementarnej i liczbe Z dla:

a) zelaza a, jezeli jego gestos¢ wynosi 7,873 g/cma, nalezy do uktadu regularnego o state;j
sieciowej a =2.8663 A,

b) chlorku cezu, jezeli jego gestosé wynosi 7,992 g/cm®, nalezy do ukladu regularnego o stalej
sieciowej a=4.120 A.

Tabela 1. Gestosci wybranych mineratow oraz ich podstawowe dane krystalograficzne

Nazwa uktad State sieciowe [A], [°] liczba czasteczek w | gestosé
krystalograficzny, komoree el., Z; ew. | [g/cm’]
grupa symetrii objetosé [A%]

Wurcyt, ZnS heksagonalny, a=3,82;c=6,26 2 4,05
P6smc

Sfaleryt, ZnS regularny, a =5,4406 4 4,096




F43m

Matrait, ZnS trygonalny, a=38;c=94 3, V=117,55 4,13
R3m

Diament, C regularny, a =3,5668 8 3,52
Fd3m

Lonsdaleit, C heksagonalny, a=252;c=4,12 4 3,52
P6s/mmc

Grafit, C heksgonalny, a=2,464;c=6,736 4 2,25
P6s/mmc

Salmiak, NH,CI regularny, a=3,8758 1 1,54
Pm3m

Baryt, BaSO, rombowy, a=28,878; b =5,45; 4 4,48
Pbnm c=7,152

Anglezyt, PbSO, rombowy, a=28,48; b =5,398; 4 6,32
Pbnm c = 6,958

Montroidit, HgO rombowy, a=6,613; 4 11,25
Pcha b = 3,513; ¢ = 5,504

Sylwit, KCI regularny, a=16,2931 4 1,99
Fm3m

Bizmit, Bi,O4 jednoskosny, a=5,83;b=8,14; 4 9,47
P2,/c c=7,48, f=67,07

Minia, PbsO4 tetragonalny, a=8,815; ¢ =6,565 4 8,93
P4,/mbc

Glejta, PbO tetragonalny, a=3,976; ¢ =5,023 2 9,33
P4/nmm

Heksanhydryt, jednoskosny, a=24,442;b=17,216; 8,V =1766,12 1,76

MgSO,*6 H,0O A2/a c=10,119; 5 =98,28

Atunogen, trojskosny, a=7,42; b=26,97; 2,V =1201,90 1,72

Al,y(S0,);*17H,0 P1 €=6,062; 0.=89,95;

f=97,566; y=91,888

Natron, jednoskosny, a=1283; b=9,026; 4,V =1305,3 1,46

Na,CO3;*10H,0 Cc c=13,44, B =123

Halit, regularny, a=5,6402 4 2,16

NaCl Fm3m

1.3. Eksperymentalne wyznaczanie gestosci krysztalow

a. Metoda Archimedesa polega na wyznaczaniu straty na wadze przy zanurzeniu ciata do
cieczy o znanej gestosci pe. Jezeli przez My 0znaczymy cigzar krysztalu w powietrzu,
przez M. ciezar pozorny po zanurzeniu w cieczy to gestos¢ ciata bedziemy mogli obliczy¢

Ze wzoru:

p:

AL
M, —M,

b. Metoda suspensji. Ciato bedzie utrzymywac si¢ na powierzchni, jezeli jego gestos¢ bedzie
mniejsza niz ggstos¢ cieczy. W przeciwnym przypadku ciato bedzie tong¢. Pomiar polega
na umieszczeniu substancji na powierzchni cieczy o odpowiednio duzej gestosci a
nastgpnie, przez stopniowe rozcienczenie jej za pomocg lzejszej cieczy doprowadzi¢ do
zawisnigcia ziarna wewnatrz cieczy (suspensji). Gestos¢ tego roztworu oznacza si¢
piknometrycznie lub mniej doktadnie wazac np. 1 ml cieczy w naczynku wagowym na
wadze o odpowiedniej czutosci. Metoda ta mozna dokona¢ oznaczenia gestosci nawet
pojedynczego krysztatu. Wada jest trudny dobor cieczy, ktore oprocz odpowiedniej
gestosci nie beda powodowaty rozpuszczania badanej substancji ani nie beda z nig
reagowaty. Przyktadowe ciecze stosowane do tych oznaczen podano w Tabeli 2.




Tabela 2. Ciecze cigzkie stosowane do oznaczania gestosci

Nazwa cieczy i jej sktad temp. , °C Pmax, 9lcm® Rozpuszczalnik
Roztwor Thouleta: KoHgly + HO 18 3,196 woda

Roztwor Thouleta: NayHgl, + H,0O 26 3,46 woda

Roztwor Rohrbacha: BaHgl, + H,0O 18 3,576 woda

Roztwor Browna: CHal, 20 3,325 benzen lub eter
Bromoform: CHBr3 20 2,89 benzen lub eter
Czterochlorek wegla: CCly 20 1,59 aceton
Chloroform: CHCl3 20 1,49 aceton

1.4. Zamiana baz w ukladach wspélrzednych

W krystalografii czgsto, aby zachowac macierze symetrii w postaci zawierajacej tylko liczby
catkowite (-1, 0 1 1) oraz aby wezty sieci mialy wspotrzedne catkowite, zamiast
wspoélrzednych prostokatnych o jednostkowych wektorach bazowych stosuje si¢ inne uktady
wspotrzednych o wektorach dostosowanych do okresowosci sieci (odpowiadajacych bokom
komorki elementarnej). Wskazane wigc jest znac¢ sposob przeliczania wspotrzednych
krystalograficznych na ortogonalne 1 odwrotnie. Dla celow praktycznych zwykle uzywa si¢
odpowiednich programow komputerowych (Mercury, Platon) rozprowadzanych przez
Miedzynarodowsg Uni¢ Krystalograficzng. Tym niemniej Samodzielne przeliczenie paru
przyktadéw pozwala na zrozumienie podstaw takich obliczen. Zasadg prowadzenia
rachunkéw podano ponize;.

Punkt R(x,yz), opisany wektorem pozycji r o wspotrzednych [X,y,z] w bazie jednostkowej (i j
k), mozna zdefiniowac¢ jako iloczyn skalarny. Baza: wektor wierszowy, wspotrzgdne: wektor
kolumnowy (mnozymy, jak zwykle w rachunku macierzowym, wiersz razy kolumng).

X
r=xi+yj+zk=[i j f(][yl (1.1)
z

Zastosujmy transformacj¢ bazy z ijk — abc macierza T (s«3) zdefiniowana ponize;.
Zaktadamy, ze oba uktady wspoétrzednych majg ten sam poczatek (punkt zerowy).
t11 tiz i3
G b =07 K [tm ta2 t23] =[f j KT
t31 l3z 33
Po przemnozeniu tej rownosci z prawej strony przez macierz odwrotng do T otrzymamy:

i k=G b T (12
Ten sam wektor r w bazie abc, bedzie mial wspotrzedne (x°,y’,z°).

XI
yl
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Podstawiajac (1.2) do (1.1) otrzymujemy wzor na wspotrzedne wektora pozycyjnego r
(punktu R) w nowej bazie abc:

r=xa+yb+z¢é=[3 b &

X
r=[3 p &T? M
VA




x' X

y' =’T‘1lyl (1.3)

z' z

Tak wiec aby otrzyma¢ wspoirzedne w nowej bazie nalezy stare wspotrzedne przemnozy¢
przez odwrotno$é macierzy transformacji baz. Nalezy zwroci¢ uwage, ze powyzszy wzor
(1.3) dotyczy sytuacji, w ktorej nie ma przesunigcia srodka uktadu wspotrzednych.

W przypadku jednowymiarowym jest oczywiste, ze np. dwukrotne powigkszenie wektora
bazowego a musi powodowac dwukrotny spadek wspotrzednej, okreslanej jako krotnosé

diugosci a, x =rla.

Rys. 1. Przyktad transformacji wspotrzednych kartezjanskich (baza ab) do bazy cd, gdzie:
c=a+bid=-a+b

Do odwracania macierzy wygodnie jest stosowa¢ metod¢ eliminacji Gaussa, ktora jest
stosunkowo szybka w przypadku macierzy zawierajacej liczby catkowite lub wiele zer. Aby
obliczy¢ macierz odwrotng do macierzy nieosobliwej nalezy, za pomoca operacji
elementarnych wyltacznie na wierszach, sprowadzi¢ macierz blokowa [A|I] do postaci [I|B].
Powstata macierz B jest szukang macierzg odwrotng do macierzy A.

Przyktad
Znalez¢ macierz odwrotng do T = [1 _11] Jest to macierz transformacji baz dla Rys 1.
{1 —1|1 0}
o ) 1 110 1
Po dodaniu wierszy otrzymamy wiersz [2 0 | 1 1], ktory nalezy podzieli¢ przez dwa, aby
otrzymac pierwszy wiersz macierzy 1. Mamy wiec:

{1 0(1/2 1/2}

1 110 1
Drugi wiersz macierzy | powstanie gdy od drugiego odja¢ pierwszy wiersz.
1 0]1/2 1/2
{0 11—-1/2 1/2}
) 1 1/2  1/2 N , . . .
Macierz T~ = [_1 /2 1 /2]. Prosze obliczy¢ nowe wspotrzedne 1 skonfrontowac z danymi

na Rys. 1.



Zadania

Zadanie 1. Oblicz wspoétrzgdne punktow P(2,2), R(0,2), S(2,0) (wspoirzgdne w bazie
kartezjanskiej ij) w nowym uktadzie wspotrzednych, zdefiniowanym przez wersor a = i oraz
b =-1i+j. SporzadZ odpowiedni rysunek.

Odp P(4,2)ab, R(Z,Z)ab, S(Z,O)ab

Zadanie 2. Punkt P opisany jest w bazie a = 2i, b =i + j wspotrzednymi (1, -2),,. Oblicz
wspotrzedne kartezjanskie tego punktu. Wynik sprawdz, wykonujac rysunek.

Zadanie 3: Pokaz, ze wierzcholki szesciokata (2,0), (1,3), (-1,73) itd. przy zamianie bazy na
a = 2i i b = -i+V3j maja wspotrzedne catkowite. Oblicz nowe wspétrzedne punktu Q(3,-V3).
Sporzadz rysunek.

Odp. Podane wierzchotki w nowej bazie majg wspotrzedne (1,0), (1,1) 1 (0,1).
Punkt Q(1, -1).

Zadanie 4. Zamien wspotrzedne czterech atomow siarki jednoskosnej na wspotrzedne
ortogonalne. Wykorzystaj dane zawarte w pliku siarka.cif. Dane komorki elementarnej (W
nawiasach podano odchylenia standardowe): a = 8.1885(14), b =13.124(2), ¢ = 8.4105(13),
alfa =90, beta = 112.919(12), gamma = 90. Wskazowka: a = ai, b = bj, ¢ = ccosPi + csinpk.
Napisz macierz transformacji baz T.

Wspoétrzedne utamkowe atoméw:

S10.61397(7) 0.82251(5) 0.19867(6)

S2 0.52676(8) 0.92072(5) 0.34022(6)

S30.46422(7) 1.05716(5) 0.20959(6)

S4 0.67439(8) 1.15488(6) 0.32395(7).

Wynik porownaj z danymi obliczonymi przez program Mercury <File><Save as><XMol files

(*.xyz)>.

Odp. Wspotrzedne ortogonalne

S1 4376790 10.794621 1.539006
S2  3.199053 12.083529 2.635529
S3  3.114796 13.874168 1.623598
S4 4461210 15.156645 2.509493
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Przykladowe struktury zwigzkow nieorganicznych.
Policz atomy i wyznacz wzér empiryczny zwiazku




