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Kazda operacja symetrii moze mie¢ przypisang macierz, ktdra reprezentuje t¢ operacje w
ustalonym uktadzie wspotrzednych. Jezeli symetria dotyczy obiektow skonczonych, ztozonych z
pewnej liczby punktow (np. atomow), to nazywamy ja symetrig punktowa. W takim przypadku
zawsze istnieje punkt, bedgcy $rodkiem geometrycznym obiektu, ktory jest punktem nie
zmieniajacym potozenia, niezaleznie od wykonywanych operacji symetrii. Oczywiscie, moze nie
by¢ w tym miejscu zadnej czesci obiektu (np. zadnego z atomdw). Jest to zrozumiale, poniewaz
symetri¢ czasteczek chemicznych mozna sprowadzi¢ do zamiany identycznych atoméw
miejscami, a to nie wptywa na potozenie srodka geometrycznego. Macierze symetrii w uktadach
wspotrzednych krystalograficznych zawsze maja wspotczynniki rowne 0, 11 —1 oraz modut z
wyznacznika rowny jeden. Generuje to skonczong liczb¢ kombinacji. W krystalografii liczba
tzw. dozwolonych klas symetrii wynosi 32. Do identyfikacji macierzy symetrii w przestrzeni
trojwymiarowej wystarczy policzenie wyznacznika oraz §ladu macierzy, ktory w symetriach
krystalograficznych jest liczba catkowita.

Rozpoznawanie macierzy symetrii podsumowuje Tabela 1.

Tabela 1. Przypisanie operacjom symetrii wyznacznika i §ladu

kat /° 0 60 90 120 180
symbol

rotacji 1 6 4 3 2
detA=1

$lad 3 2 1 0 -1
symbol

rotoinwersji |1 = / 6 4 3 2 =m
detA=-1

$lad -3 -2 -1 0 1

Przypomnijmy sposéb liczenia tych wielkosci.

Wyznacznik. Jedna z metod polega na dopisaniu po prawej dwoch pierwszych kolumn i
utworzeniu iloczynéw po przekatnych i zsumowaniu tych biegnacych lewogéra-prawodot w
plusem 1 prawogoéra-lewodot z minusem (reguta Sarrusa). Inny rownowazny sposéb polega na
dopisaniu dwoch wierszy na dole i wykonaniu podobnego sumowania po przekatnych. Metoda ta
moze by¢ stosowana tylko dla macierzy wymiaru 3x3.

0 -1 0
Przyktad: Oblicz wyznacznik i §lad macierzy A = | 0 0 —1].
-1 0 O

Dopisujemy kolumny | 0 0 -1]0 0 1 obliczamy sumg iloczynow po przekatnych
-1 0 01-1 0

(zaznaczone na czerwono) 0 —1+0=-1.

0 -1 0]0 -1




0O -1 0710 -1
Teraz sumujemy przekatne biegnace w lewo: [ 0 0 —1] 0 0 ido poprzedniej sumy
-1 0 01-1 O

dodajemy iloczyny na tych przekatnych (zielone) detA=-1+0+0+0=-1.
Obliczanie sladu. Sumujemy elementy z gtownej przekatnej aj; + ax + ass. trA=0+0+0=0.

Zadanie 1. Pokaz na symbolicznych macierzach dwuwymiarowych A = [Ccl Z] IB= [2 Z '

ze tr(AB) = tr(BA). Sprawdz ten wynik rowniez dla macierzy tréjwymiarowych.

Przypisywanie macierzy do symetrii okreslonej za pomocg kodu symetrii nie powinno nastreczaé
ktopotow. Wystarczy zapisa¢ odpowiednie rownanie r’ = Ar w postaci macierzowej, aby
przypisa¢ elementy w macierzy A. Przyktadowo kod symetrii w postaci (-y, X, z) oznacza x’ = -

b

Zadanie 2. Skonstruuj macierz, oblicz jej wyznacznik i §lad dla operacji podanej za pomoca
kodu symetrii. a) -X, +y, -z, b) y, z, X, €)Y, X, -z. Oblicz wyznacznik i $lad. Jakie symetrie
opisuja te przeksztatcenia?

x 0 -1 0
y, ¥y’ =x 12z’ =z Macierz A musi mie¢ wi¢c zgodng z tym postac [y'] = [1 0 O
0 0 1

ZI

Pojecie grupy

Grupa nazywany zbior elementow G oraz dziatanie *, spelniajace nastepujace warunki:
1. dziatanie jest taczne a*(b*c) = (a*b)*c

2. istnieje element neutralny dziatania e, taki ze dla kazdego a, a*e =e*a=a

3. dla kazdego elementu a istnieje element odwrotny a™, taki ze a*a™ = e

4. dzialanie jest wewngtrzne tzn. dla kazdego a, b — G, a*b < G.

Dla okreslenia grupy wystarczy poda¢ niewielka liczbe elementow, tzw. generatoroOw. Pozostate
elementy mozna obliczy¢ wiedzac, ze kazdy iloczyn generatorow (lub potega) tez musi stanowié
element grupy.

Przykiady grup w krystalografii. Zbior elementéw moze by¢ skonczony lub nieskonczony.
Grupy skonczone, klasy symetrii Scian krysztatow, symetria czgsteczek.

a) zbidr symetrii wlasnych bryt definiujagcych uktady krystalograficzne.

b) zbidr macierzy symetrii punktowych w przestrzeni R? lub R,

¢) zbidr macierzy symetrii punktowych o wyznaczniku det A = 1 w przestrzeni R®,

Grupy nieskonczone: symetria sieci, symetria nieskonczonych ptaszczyzn lub tancuchow.

d) Zbior weztow sieci krystalicznej (X, vy, z), X, Y, z € Z (liczby catkowite) z dzialaniem
dodawania (a, b, ¢) + (d, e, f) = (atd, b+e, c+f) stanowi grupe. Elementem neutralnym jest (0,
0, 0) a odwrotnym do (X, Y, z) jest (X, Y, —z). Jezeli jako elementy wezmiemy wektory o
wspotrzednych catkowitych, to otrzymamy grupe operacji translacji.

e) Zbiér macierzy odwracalnych (det A # 0) stopnia 3 z dziataniem mnozenia macierzowego jest
grupa. Jest to przyktad grupy z dzialaniem nieprzemiennym AB = BA.

Takimi grupami na razie nie bedziemy si¢ zajmowac, gdyz beda one przedmiotem nastepnych

zajec.

Tabela dzialania dla grupy.
Dziatanie w grupie nie musi by¢ przemienne. Czg¢sto dla utatwienia prowadzenia obliczen uktada
si¢ tabele dziatania (analogiczne do tabelki mnozenia znanej uczniom szkot podstawowych). W



kolumnie lewej tabeli pierwszy element dziatania a, natomiast poziomo drugi element dziatania
b, a wewnatrz tabeli podajemy wynik a*b.

Przyktad tabeli (grupy przemiennej) dla symetrii czgsteczki CH,Cl, — grupa mm2.

E My, my, 2
E E My, my, 2
My My, E 2 myZ
my; my;, 2 E My,
2 2 My, My, E

Uwagi.

1. Grupy {1,-1;*} oraz {0,1,2,3; + modulo 4} przypominaja odpowiednio dziatanie ptaszczyzny
symetrii i obrotu o kgt 90°. Modulo 4 oznacza reszte z podzielenia wyniku przez cztery.

2. Kazda grupa skonczona jest podgrupa grupy permutacji zbioru o tej samej liczbie elementow.

Zadanie 3. Wygeneruj wszystkie macierze grupy przeksztatcen, w ktorej wystepuja macierze:
01 0 -1 0 O

1 0 O ] , B= [ 0 -1 0 ]

0 0 -1 0 0 -1

Pozostate macierze z grupy otrzymuje si¢ obliczajac wszystkie mozliwe iloczyny (AB, AA, BB,

AAA itd.). Liczba réznych wynikow jest skonczona. Zidentyfikuj, jakim operacjom symetrii one
odpowiadaja. Skonstruuj tabele mnozenia w grupie.

A=

Zadanie 4. Wygeneruj pozostate macierze z grupy przeksztatcen w ktorej wystepuja macierze:

0 -1 0 -1 0 O
A=1|1 0 0|, B=]10 -1 0f
0 0 -1 0 0 1

Zidentyfikuj, jakim operacjom symetrii one odpowiadajg. Zbuduj tabelg mnozenia w grupie.

Zadanie 5. Utozy¢ tabelki dziatania dla grup skonczonych a), b) i ¢). Wskazac¢ jedynke grupy
oraz element odwrotny dla zaznaczonego elementu

)
. 1 -1




Przypisywanie grupy symetrii punktowej (klasy krystalograficznej) dla zadanego obiektu. W
przypadku grup symetrii elementami grupy sa poszczegolne operacje symetrii a dziatanie polega
na ztozeniu dwoch operacji symetrii. Operacjami symetrii, ktore odgrywaja role w krystalografii
sg: symetria srodkowa (inwersja), odbicie w ptaszczyznie, obroty o krotnosci 2, 3,41 6 (czyli o
kat 360°/n) oraz przeksztalcenia, bedace ztozeniem obrotu z inwersjg. Wprowadzenie tych
ostatnich operacji jest konieczne, aby uktad stanowit grupe (dziatanie musi by¢ wewnetrzne,
patrz warunek 4). Liczba dozwolonych w krystalografii grup punktowych (zwanych tez klasami
symetrii lub klasami krystalograficznymi) wynosi 32.

Zadanie 6:
e 7Znajdz elementy symetrii w literach:
CIKMOPUVXYZS
e Znajdz elementy symetrii w wiclo$cianach elementarnych definiujacych uktady
krystalograficzne: trojskosény, jednoskos$ny, rombowy, tetragonalny i heksagonalny

e Przeanalizuj symetri¢ czasteczek
CH2Clp, CHCI3, CgHg, CgH12 - todkowa, CgH12 — krzestowa

Symbolika klas symetrii

Symbol miedzynarodowy klasy symetrii (grupy punktowej) sktada si¢ z jednego lub 3 symboli i
podaje, jakie operacje symetrii wystepuja w danym kierunku. Dla uktadu rombowego te kierunki
symetrii pokrywaja si¢ z kierunkami osi uktadu wspotrzednych kartezjanskich, dla innych
uktadoéw sg to kierunki wynikajace z ponizszej Tabeli 2. Alternatywny system nazywania
punktowych grup symetrii opracowat Schoenflies w oparciu o obroty zwykle i obroty
zwierciadlane, zamiast inwersyjnych. Notacj¢ Schoenfliesa stosuje si¢ w chemii kwantowe;j i
spektroskopii, nie bedziemy obecnie tym si¢ zajmowac.

Tabela 2. Kierunki symetrii. Znaczenie symboli: liczba N oznacza obroét o kat 360/N, liczba z
kreska oznacza o$ inwersyjng, m — oznacza ptaszczyzn¢ symetrii, kombinacja N/m oznacza o$
obrotu N i prostopadly do niej plaszczyzne symetrii. Zwykle cyfry piszemy czcionka prosta a

litery kursywaq.

Uktad Pozycja symbolu i kierunek | Grupa o najwyzszej | Inne klasy symetrii
1 2 3 symetrii
tréjskosny 1 1
jednoskosny |Y =[010] 2/m 2,m
rombowy [001] [010] [001] mmm mm2, 222
tetragonalny [ [001] [100], [110] 4/mmm 4, 4, 4/m, 4mm, 422,
[010] 42m
heksagonalny |[001] [100], [1-10] ... |6/mmm 3,3,6,3m,32,3m,
[010] 6 m2, 6, 6/m, 6mm, 622
regularny [100], [111]... |[110]... |m3m 23, m3, 43m, 432
[010],
[001]

Reasumujac: w uktadzie rombowym kierunki symetrii sg zgodne z kierunkami osi (@, b, €),
trzeci kierunek w uktadzie tetragonalnym to kierunek przekatnej podstawy, w uktadzie
heksagonalnym trzeci kierunek lezy pod katem 30° do osi a lub b; w uktadzie regularnym drugi
kierunek symetrii to gtbwna przekatna szescianu, a trzeci to przekatna $ciany.



Poniewaz przeciecie pod katem prostym dwoch plaszczyzn symetrii zawsze generuje o$ 2-krotng
w symbolach grup stosuje si¢ zapis skrotowy, tzn. symbol mmm oznacza 2/m 2/m 2/m. Podobnie
w uktadzie regularnym zapis m3m oznacza 4/m 3 2/m.

Aby przypisa¢ symbol grupy danemu obiektowi nalezy poszuka¢ elementéw symetrii
charakterystycznych dla danego uktadu krystalograficznego a nastepnie przeanalizowac operacje
wystepujace W kierunkach wynikajacych z tabeli 2. Pomoca w systematycznej analizie operacji
symetrii wystepujacej dla danego obiektu moze by¢ plik, udostgpniony na stronie KChN pod
adresem http://www.kchn.pg.gda.pl/didactics/kryst/klasy_symetrii.pdf.

Uklad krystalograficzny | Charakterystyczne elementy symetrii

Trojskosny brak lub tylko $rodek symetrii

Jednosko$ny 0§ 2-krotna lub ptaszczyzna symetrii (0§ 2)

Rombowy trzy osie 2-krotne lub jedna o$ 2 wzdtuz przecigcia dwoch
prostopadtych ptaszczyzn symetrii

Tetragonalny jedna o$ 4 lub 4 zgodna z osia krystalograficzna ¢

Regularny cztery osie 3-krotne wzdhuz przekatnych szescianu

Heksagonalny 0§ 6 lub 6 zgodna z osig krystalograficzng ¢

Trygonalny 0§ 3 lub 3 zgodna z osia krystalograficzna ¢

Zawsze jako grupe symetrii wybieramy taka, ktora uwzglednia wszystkie wystepujace w
obiekcie elementy symetrii i nie zawiera innych, dodatkowych elementéw symetrii.

Okreslanie czy w danej grupie moze krystalizowa¢ zwiazek chiralny (optycznie czysty) oraz
wystepowanie Srodka symetrii.

Zwiazek optycznie czynny moze krystalizowac¢ jedynie w klasie krystalograficznej, w ktorej nie
wystepuja operacje zmieniajace chiralnos¢ obiektu (det A= —1), czyli osie rotoinwersyjne, w tym
ptaszczyzny symetrii lub §rodki symetrii.

Srodek symetrii wystepuje we wszystkich grupach zawierajacych
a) o$ parzysta i prostopadla ptaszczyzng symetrii 2/m, 4/m, 6/m
b) nieparzyste osie inwersyjne: 1 i 3
C) trzy wzajemnie prostopadle ptaszczyzny symetrii (mmm).

Zadanie 7: Uzasadnij punkty a) i b) poprzez mnozenie odpowiednich macierzy symetrii.
Uwaga: macierz operacji odbicia w ptaszczyznie jest diagonalna i zawiera na przekatnej dwie
jedynki 1 minus jeden dla kierunku prostopadiego do ptaszczyzny. Macierz obrotu o 180 stopni
zawiera na przekatnej jedynke dla kierunku osi i minus jedynki dla pozostatych dwoch
kierunkow.

Zadanie 8:
e Zakwalifikuj grupy punktowe do uktadow krystalograficznych na podstawie symbolu: m,
mm2, 222, 4mm, 3m, 432.
e Zakwalifikuj wskazane przez prowadzgcego modele krysztatow do odpowiednich klas
symetrii.
e Podaj, w ktorej grupie wystepuje srodek symetrii:

4,6,4/m, mm2, 222, 3m, m3, 6, 3



