Ile wynosi dwa plus dwa,
czyli w grupie mozna wigce;j!

Jezeli spytamy kogos$ ile wynosi dwa plus dwa, to spotkamy si¢ prawdopodobnie z usmiechem politowania.
Wiadomo, cztery. Podobnie jak dwa razy dwa. Istnieje tez powiedzenie: to proste jak dwa razy dwa. Czy
rzeczywiscie w matematyce nie ma mozliwosci, aby bylo inaczej? Pewnie wicle 0osob nie wyobraza sobie w
ogole takiej mozliwosci. Jesli Ty tez tak uwazasz, a masz trochg czasu i cierpliwosci, to ten artykut jest dla
Ciebie.

Najpierw definicja. Jedna z najprostszych struktur w matematyce jest pojecie grupy. Co to jest grupa?
Grupa to zbior elementéw G, wraz z okreslonym na nich dziataniem O (nazwijmy je mnozeniem, ale moze to
by¢ dodawanie, zlozenie funkcji itd.), ktdre spetniaja nastepujace warunki:
1. wynik "mnozenia" dwoch elementow jest elementem grupy aOb = ceG (dzialanie jest wewngtrzne).
2. dziatanie jest taczne, tzn. (aOb)Oc=aO(bOc)
3. istnieje element neutralny e ("jedynka") o wlasciwosci: eOa= aOe=a, dla kazdego aeG
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dla kazdego a€G istnieje element odwrotny a '€ G, taki ze aOa '=e.

Rolg elementéw mogg petnic liczby, ale rowniez wielomiany, wektory, macierze, operacje symetrii itp. itd. Tak
wigc jest to bardzo ogdlna definicja, obejmujaca bardzo rézne twory i struktury. Ponizej podam stosunkowo
proste przyktady grup:

Przyklad 1. Zbior liczb catkowitych z dziataniem dodawania jako "mnozeniem" stanowi grupg.

To dosy¢ tatwe do sprawdzenia, ze aksjomaty grupy sa spetnione. Wynik dodawania dwoch liczb catkowitych
jest liczba catkowita. Elementem neutralnym jest zero. Dodawanie jest faczne, a dla kazdej liczby @ mozemy
podaé element odwrotny -a. Mamy oczywiscie a + -a = 0, co odpowiada zapisowi ogdlnemu dla grup aOa '=e.
Zbior dodatnich liczb catkowitych (zbidr liczb naturalnych) z dodawaniem nie stanowi grupy, gdyz nie zawiera
elementéw odwrotnych.

Przyklad 2. Zbior niezerowych liczb catkowitych z dzialaniem mnozenia nie stanowi grupy. Co prawda iloczyn
dwoch liczb catkowitych jest liczba catkowita, mnozenie jest dzialaniem tacznym, mozemy wyodrebnic¢ element
neutralny (liczba ta jest jeden), ale odwrotnosci liczb catkowitych nie naleza do zbioru liczb catkowitych. By¢
moze byta to jedna z przyczyn, dla ktérych wymyslono utamki i liczby wymierne.

Przyklad 3. Zbior liczb wymiernych z dzialaniem zwyczajnego mnozenia jest grupa pod warunkiem
wykluczenia liczby zero, ktora nie ma elementu odwrotnego. OczywiScie wynik mnozenia dwoch liczb
wymiernych jest liczba wymierna. Elementem neutralnym jest liczba jeden.

Przyklad 4.
Podobnie grupe stanowia: zbior liczb rzeczywistych réznych od zera z dziataniem mnozenia oraz caty zbior liczb
wymiernych ze zwyklym dodawaniem.

Powyzej podane przyktady sa ciekawe z punktu widzenia powstawania matematyki i ewolucji pojec od liczb
naturalnych i dodawania poprzez wprowadzanie liczb ujemnych, utamkowych i rzeczywistych na drodze
wprowadzania dodatkowych dziatan i poszukiwania elementow odwrotnych.

Zbidr elementdw grupy moze by¢ nieskonczony, jak w dotychczasowych przyktadach, lub skonczony. Dla
chemikéw w nauce o symetrii cickawsze sa grupy oparte o skonczony zbiér elementow.

Przyklad 5. Zbior liczb {0, 1, 2} z dziataniem @: dodawania modulo 3 (reszta z podzielenia sumy liczb przez 3)
stanowi grupg. Przyktadowo: 2@2= (reszta z dzielenia sumy 2+2 przez 3) 4 podzielone przez 3 wynosi 1 reszta
1. Jako wynik bierzemy tylko resztg z tego dzielenia. Poniewaz wynik jest reszta z dzielenia przez 3, wigc moze
przyjmowac tylko wartosci nalezace do grupy, tzn. 0, 1 lub 2.

Elementem neutralnym jest ponownie zero. Co z elementami odwrotnymi? Odwrotnoscia jedynki jest dwa i vice
versa odwrotnoscia 1 jest 2. Mamy bowiem 2@ 1= reszta z dzielenia (2+1)/3 =0. Zero jest odwrotnoscia samego
siebie: 0@0= reszta z dzielenia (0+0)/3= 0.

Najciekawsze jest to, Ze ta grupa jest $cisle zwigzana (jest izomorficzna) z grupg obrotow figury o 120°.
Dziataniem w grupie obrotow jest ztozenie dwoch obrotow. Ztozenie trzech obrotow o 120° jest rownowazne
obrotowi o 0°. Podobnie 1®©1®1=0. Mamy przyporzadkowanie: obrét o 0° odpowiada elementowi 0 grupy, obrot
0 120° odpowiada elementowi 1 grupy, natomiast obrét o 240° odpowiada elementowi 2 grupy.



Mamy juz ilustracje tytutu: 22 = reszta z dzielenia (4/3) = 1. W tej grupie nie ma innej mozliwosci, liczba 4 nie
wystepuje, podobnie jak 4 obroty o 120° daja po prostu jeden obrét o 120°.

Latwo si¢ zorientowac, ze analogicznie kazda grupa skonczona typu {0, 1, ... k—1} z dziataniem dodawania
modulo k stanowi model obrotéw figury o catkowite wielokrotnosci kata 360°/k. Zaiste zdumiewajace
zastosowanie dzielenia z reszta - tak niedocenianego przeze mnie w szkole podstawowe;...

Przyklad 6. Zbior dwoch liczb {1, -1} z dziataniem mnozenia tworzy grupg. Jezeli szukaé analogii
geometrycznych to grupa ta moze modelowa¢ operacjg odbicia w ptaszczyznie (symetri¢ zwierciadlana) badz
operacj¢ odbicia w srodku symetrii. element 1 odpowiada przeksztalceniu identyczno$ciowemu (brak zmian,
element neutralny) a element —1 odbiciu w ptaszczyznie, badz odbiciu przez srodek symetrii. Mnozenie liczb w
grupie geometrycznej zastgpuje ztozenie dwoch operacji symetrii. Grupa trocheg prymitywna i okrojona do
dwach elementéw, no ale aksjomaty spenia.

Przyklad 7. Wazny dla chemikoéw w nauce o symetrii. Zbior operacji symetrii wlasnej czasteczki z dziataniem
grupowym bedacym ztozeniem dwodch operacji symetrii stanowi grupg. Jest tak, poniewaz ztozenie dwoch
operacji symetrii jest tez jaka$ operacja symetrii, czyli elementem nalezacym do grupy. Zawsze tez daje si¢
znalez¢ operacj¢ symetrii odwrotna, ktora sprowadza czasteczke do stanu poczatkowego.

Przyktadowo dla czasteczki wody mamy operacje: identycznosci, obrotu o 180°, odbicia w ptaszczyznie
zawierajacej wszystkie trzy atomy oraz w plaszczyznie do niej prostopadlej, przechodzacej przez atom tlenu.

Czy zatem nauki o symetrii nie da si¢ sprowadzi¢ i wymodelowac za pomoca jakiej$ kombinacji grup
skonczonych z odpowiednimi definicjami dodawania i mnozenia? W duzej mierze tak, moze napisz¢ o tym w
kolejnym artykule.

Inne matematyki, "matematyka malzenska"

Przyklad 8. Mozna zdefiniowac grupe sktadajaca si¢ z liczb catkowitych z dziataniem grupowym (nazwijmy je
dodawaniem) okre$lonym jako a®b = a + b +1. Elementem neutralnym e jest wowczas —1.

Mamy a @ (1) = a —1+1 = a dla kazdego a€G. Wyznaczmy element odwrotny do a w tej grupie.

Z warunku a®a '=e mamy a+a ' +1 =—1, czyli a '=—a-2.

W grupie tej mozna rozwigzywacé tradycyjne rOwnania zawierajace dodawanie. Na przyktad rownanie x®2=1
ma w tej grupie rozwiazanie inne od tradycyjnego: x®2 = x+2+1 =1, czyli x = -2. Jak tatwo zauwazy¢ dowolne
réwnanie bedzie mozna rozwigzaé, znajdujac rozwigzanie w obrebie elementow grupy.

Pokusmy si¢ o dywagacje calkiem niesciste, cho¢ chyba warte uwagi. W grupie tej mamy zaklocony intuicyjny,
odruchowy wynik charakterystyczny dla naturalnej sumy 2+2=4. W wyniku dodawania mamy przeciez 22=5!
Mozna nazwac t¢ grupe "grupa sprzedawcy", ktory zawsze dolicza do rachunku. Jezeli dzialanie grupowe
nazwiemy "dodawaniem" to mamy 1@1= 3, co pewnie ze zrozumieniem i rado$cia przyjma pary matzenskie
spodziewajace si¢ potomka ;-). Jakie zastosowanie moze mie¢ taka grupa? Moze w szyfrowaniu informacji?

Przyklad 9 (nie tylko grupy). Jezeli jako zbior elementéw przyjmiemy zbior liczb rzeczywistych z dodawaniem
zdefiniowanym jak w przyktadzie 8: a®b = a + b +1, to przyjmujac definicj¢ mnozenia jako a®b = ab+ a + b
otrzymamy spojny zbior (tzw. ciato liczbowe), w ktorym obowiazuje prawo tacznosci mnozenia (a®b)®c =
a®(b®c) oraz rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania (a @ b) ® ¢ =a®c @ bQc.

Sprawdzmy tacznos¢:

(a®b)®c=(ab+a+b)®=abc+actbc+ab+atb+c
a®(b®c)=a®(bc+b+c)=abctab+tacta+bc+b+c

a teraz rozdzielnosc:

(a@b)®c=(a+b+1)®c=ac+bc+tc+ta+tb+1l+c

a®c® b®c=(ac+ta+tc)®(bc+b+c)=ac+atc+bc+b+c+1

W tym ciele liczbowym mamy 2®2= 2*2+2+2= 8. Zbior niezerowych liczb wymiernych z operacja mnozenia
zdefiniowana powyzej stanowi grupg. Elementem neutralnym tego mnozenia jest zero: a®0=a.

Ciekawe jest, ze np. dowolne rownanie liniowe czy kwadratowe mozna rozwigzywa¢ w tym ciele zamiast w
tradycyjnym ciele z normalnymi dziataniami i bgdziemy otrzymywac rownie jednoznaczne pierwiastki tych
réownan. OczywiScie jedno rozwiazanie dla rownania liniowego a dwa, badz jedno, badz zadnego rozwiazania
dla réwnania kwadratowego (w zaleznos$ci od delty).

P.S. Jesli Cig to zaciekawito, to sprawdz, ze biorac definicje dziatan a®b=a+b—1 i a®b=—ab + a + b mozemy
otrzymac "cialo liczbowe kupujacego", ktory zawsze od sumy do zaptacenia odejmuje jedynkg ;-). Lacznosé¢



mnozenia i rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania sg spetnione. W tym ciele mamy matematyke dla
oblubiencoéw na noc poslubna 1@©1= 1. Dwie jednostki po dodaniu zaczynajg tworzy¢ jedno$¢. Niestety, teraz
wynik mnozenia tez ulega zmianie: 2®2=0. Nie wiem czy odnosi si¢ to finanséw - to juz bytaby chyba
nadinterpretacja ;-).

Moze powinienem jeszcze wspomnie¢ takze o "naturalnych" odstgpstwach od roéwnania 2+2=4 wynikajacych ze
zastosowania innych niz dziesiatkowy systemow liczenia. Na przyktad w trojkowym systemie liczenia (trzy
jednostki rzedu nizszego stanowia jedna jednostke rzedu wyzszego) 2+2 = 11, a w czworkowym 2+2 = 10.

Uwagi koncowe:

1. Nie ma pelnej dowolno$ci w tworzeniu grup. Nie kazde dziatanie musi by¢ taczne i nie kazdy zestaw (zbior
liczb + dziatanie) tworzy grupeg: np. dziatanie aOb = 2a +b nie jest taczne, gdyz
(a0Ob)Oc = (2a +b)Oc =4a +2b +c
aO(bOc) = aO(2b+c) = 2a +2b +c.
Podobnie dziatanie aOb = a* + b” nie jest taczne, gdyz mamy
(aOb) Oc = (a’ + b*) Oc =a* + 2a’b* + b* + ¢?
aO(b Oc)=aO(b* +c?) =a’+b*+2 b%c* + ¢*
2. Celowo nie omowitem grup opartych o permutacje, wiclomiany, liczby zespolone, macierze (tutaj dziatanie
mnozenia jest nieprzemienne), kwaterniony i inne obiekty matematyczne, aby nie zaciera¢ prostoty powyzszych
przyktadow i skupi¢ sig na filozoficznych aspektach podejscia do zagadnienia grupy i aby uzasadni¢ mozliwosci
istnienia wynikow mnozenia dwa razy dwa roznych od czterech.

Dr inz. Jarostaw Chojnacki



